Démonstration du théorème de Pythagore avec des “triangles semblables”…


Soit ABC un triangle rectangle en A. On pose AB = c, BC = a, CA = b.
1. Construire le cercle C de centre C et passant par B, c’est à dire de rayon a.

2. Noter E et F les extrémités du diamètre de C portant le côté [AC].

3. Noter D le point où (AB) recoupe C.

Par construction, [BD] est une corde du cercle C perpendiculaire au diamètre [EF] qui est axe de symétrie de C : (EF) est donc la médiatrice de cette corde, d’où AD = c, et 
EQ \O(\s\up8(

);DEA)
 = 
EQ \O(\s\up8(

);BEA)
.

Remarque : On peut aussi faire intervenir le fait que les triangles ADE et ABE sont isométriques (2ème cas d’égalité) pour déduire que 
EQ \O(\s\up8(

);DEA)
 = 
EQ \O(\s\up8(

);BEA)
…

Le triangle EDF étant rectangle en D (“théorème de l’angle droit”), les triangles rectangles EDF et EAD sont donc de même forme d’où 
EQ \O(\s\up8(

);DEA)
 = 
EQ \O(\s\up8(

);FDA)
.

Remarque : L’égalité des angles 
EQ \O(\s\up8(

);DEA)
 et 
EQ \O(\s\up8(

);FDA)
 serait immédiate avec le théorème de l’angle inscrit…

On en déduit que 
EQ \O(\s\up8(

);FDA)
 = 
EQ \O(\s\up8(

);BEA)
 et donc que les triangles rectangles FDA et  BEA sont des triangles de même forme d’où 
 EQ \S\do2(\F(AF;AB))
 = 
 EQ \S\do2(\F(AD;AE))
, c’est à dire 
 INCORPORER Equation.3  
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, d’où l’on tire (a + b)(a ( b) = c ² et finalement :

a ² = b ² + c ²
1. Étant donné un triangle ABC rectangle en A, on pose AB = c, BC = a, CA = b.
2. 
3. Construire le rectangle ABFD tel que BF = a.

(et donc C ( [AD]).

La bissectrice de 
EQ \O(\s\up8();CBF)
 coupe le côté [FD] en E.
Les triangles BCE et BFE sont donc isométriques (2ème cas d’égalité) d’où EC = EF et 
EQ \O(\s\up8();BCE)
 = 
EQ \O(\s\up8();BFE)
 = 90°.
Par conséquent 
EQ \O(\s\up8();DCE)
 = 
EQ \O(\s\up8(
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);ABC) car ayant le même complément, à savoir 
EQ \O(\s\up8(
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);ACB).
Les triangles rectangles CDE et BAC sont donc des triangles de même forme d’où :

 EQ \S\do2(\F(DE;AC)) =  EQ \S\do2(\F(CD;AB)) =  EQ \S\do2(\F(CE;BC))

En posant DE = (, on obtient : 
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De ( on tire : c( = ab ( b ²   et   de ( : a ² ( ab = c ² ( c(
D’où : a ² ( ab = c ² ( ab + b ² et donc a ² = b ² + c ².
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