Etude de l’aire sous une courbe à l’aide de suites

L’énoncé de problème ci-dessous est un peu long pour être proposé tel quel à une classe.
Par contre, il est possible d’en exploiter des parties avec des élèves sous la forme d’un TP encadré et commenté (surtout pour les notations) par le professeur  .

f est une fonction continue monotone positive définie sur (0 ; 1( et c est la courbe représentant f  dans un repère orthonormal (
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). On note A le point tel que 
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On s’intéresse à l’aire a du domaine d délimité par la courbe c, l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 1. 

Pour approcher a, on utilise les suites u et v définies ainsi :

- le segment (OA( est partagé en n segments de même longueur (n 
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1) ;

- conformément aux figures ci-dessous, on construit :

* les n rectangles 
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 situés sous la courbe c, ayant comme base un des segments de la  subdivision et un sommet sur la courbe c ;

* les n rectangles 
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 contenant la courbe c, ayant comme base un des segments de la   subdivision et un sommet sur la courbe c ;

- un  est la somme des aires des n rectangles 
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 ;

- vn  est la somme des aires des n rectangles 
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 ;

La monotonie de f  assure que : 
[image: image8.wmf]nn

uv

££

a

 pour tout 
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Partie A - Etude des notations

1) On note A0 = O et A1, A2, … les points de [OA] correspondant à sa subdivision en n segments de même longueur. 

a) Sur les figures 1 et 2 ci-dessus où n = 5, placer les points Ak  pour 
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b) On reprend n quelconque. Quel point de la suite est confondu avec A ? 

c) Quelle est la longueur d’un segment [AkAk +1]  (
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d) Quelle est l’abscisse du point Ak  (
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) ?

2) On note B0, B1, B2, … , Bn  les points de c d’abscisses respectives 0, 
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, 
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, … , 1.

a) Sur les figures 1 et 2 ci-dessus où n = 5, placer les points Bk  pour 
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b) On reprend n quelconque. Quelles sont les coordonnées de Bk (
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3) Sur les figures 1 et 2 ci-dessus :

a)
Indiquer les rectangles Rk et Sk pour 
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b)   Colorier la surface correspondant à l’aire un. 

c)
Dans une couleur différente de celle du b), colorier la surface correspondant à  vn - un.

Partie B – Etude des suites u et v

1) Dans cette question, on suppose que f est croissante sur [0 ; 1] (figure 1).

a) Prouver que 
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. (On pourra par exemple « empiler » tous les petits rectangles coloriés pour vn - un .)

b) Quelle est la hauteur du rectangle Rk pour 
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c) Quelle est l’aire du rectangle Rk ? En déduire une écriture de un .

2) Dans cette question, on suppose que f est décroissante sur [0 ; 1] (figure 2).

a) Prouver que 
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b) Quelle est la hauteur du rectangle Sk pour 
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c) Donner une écriture de vn .

3) Prouver que les suites u et v convergent vers a.

( On pourra encadrer a - un , puis a - vn  à l’aide de l’inégalité 
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Partie C – Un exemple où f est décroissante

f est la fonction définie sur [0 ; 1] par 
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 et c est sa courbe représentative dans un repère orthonormal (
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1) Faire une figure dans le cas n = 5. Y placer c, les points Ak et Bk  pour 
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2) A l’aide de la question B)2)c), vérifier que pour tout 
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A l’aide de la question B)2)a), en déduire que 
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3) Pour quelle valeur minimale de n,  un et vn donnent-ils un encadrement de a d’amplitude 0,01 ?

Calculer les un et vn correspondant à l’aide d’une calculatrice programmable ou d’un logiciel.

Partie D – Un exemple où f est croissante

f  est la fonction définie sur [0 ; 1] par 
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 et c est sa courbe représentative dans un repère orthonormal (
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1) Faire une figure dans le cas n = 5. Y placer c, les points Ak et Bk  pour 
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2) Prouver que l’aire du rectangle Rk est égale à 
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3) Vérifier que pour tout 
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4) A l’aide de l’égalité 
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5) En déduire la limite de la suite u.

6) A l’aide de la question B)1)a), exprimer vn en fonction de un et en déduire la limite de la suite v.

7) Conclure : quelle est l’aire a ?

Corrigé et commentaires

Objectifs : 

Comprendre comment on peut encadrer l’aire sous une courbe par deux suites, comprendre les notations associées, savoir écrire le terme général des suites, prouver qu’elles ont l’aire comme limite commune. (L’existence de l’aire est ici admise.)

Application à deux exemples. 

Remarques :

* Le texte de l’introduction est destiné à une lecture en classe expliquée et commentée par le professeur.

La suite de l’activité est  écrite pour un travail dirigé en classe complété éventuellement par un travail à la maison. Les parties C et D sont indépendantes . On peut choisir de n’en traiter qu’une seule.  

* Nous avons choisi de ne pas utiliser la notation pour les sommes dans l’énoncé : nous pensons qu’il est souhaitable de commencer à l’introduire pour résumer une écriture lors du corrigé, mais qu’il est prématuré de demander aux élèves de faire des calculs à partir d’expressions écrites sous la forme  . 

* Dans ces problèmes d’encadrement d’aires, il est en général difficile d’étudier le sens de variation des suites u et v. De plus, dans le cas d’une fonction continue positive et monotone, cela n’est pas vraiment nécessaire pour étudier leur convergence.

Une notion de suites « faiblement adjacentes » semble suffisante.

En effet, il suffit d’avoir deux suites u et v et une constante a  telles que un 
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Preuve : un 
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Seul inconvénient : il faut auparavant admettre l’existence d’une aire a pour le domaine situé sous la courbe de la fonction. 

Mais le programme lui-même l’admet dans le cas des fonctions continues, et dans les cas où il y a un doute, il semble de toutes façons exclu d’en démontrer l’existence à l’aide de l’étude directe de suites adjacentes.

Corrigé :

A) 1) A = An ; AkAk +1 = 
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 ; abscisse de Ak = 
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2) Coordonnées de Bk : 
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B) 1) vn - un  est la somme des aires des petits rectangles coloriés sur la figure. En « empilant » ces rectangles, on obtient un rectangle de base 
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 et de hauteur f(1) – f(0).


Donc 
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Hauteur de Rk =  
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un = aire de R0 + aire de R1 + … + aire de Rn –1 

= 
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2)
En « empilant » les rectangles correspondant à vn - un , on obtient un rectangle de base 
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 et de hauteur 
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Hauteur de Sk =  
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vn = aire de S0 + aire de S1 + … + aire de Sn –1 

= 
[image: image68.wmf]10

f

nn

æö

´

ç÷

èø

+
[image: image69.wmf]11

f

nn

æö

´

ç÷

èø

+ …
[image: image70.wmf]11

n

f

nn

-

æö

´

ç÷

èø

= 
[image: image71.wmf]1

0

1

kn

k

k

f

nn

=-

=

æö

´

ç÷

èø

å


3) un 
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donc vn = aire de S0 + aire de S1 + … + aire de Sn –1 = 
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Donc 
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3) 
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Excel donne 
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Remarques :

* Evidemment, a = ln 2, mais deux sommes de n termes (un et vn) ne donnent qu’un encadrement de a d’amplitude 
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. Ce n’est pas très efficace pour calculer ln 2.

* En fait, les suites u et v sont adjacentes, mais il est assez pénible de prouver que u est croissante et que v est croissante :
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C’est donc long et nous avons vu que le seul intérêt de prouver que les suites sont adjacentes est que cela permettrait d’établir l’existence de l’aire.

D)1) 
[image: image120.wmf]o

2)
Aire de Rk = 
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3) un = aire de R0 + aire de R1 + … + aire de Rn –1 = 
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Donc 
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6) Pour tout 
[image: image110.wmf]1

n

³

, 
[image: image111.wmf](

)

11

(1)(0)

nn

vuff

nn

-=-=

, donc 
[image: image112.wmf]1

nn

vu

n

=+

, d’où 
[image: image113.wmf]1

limlim

3

nn

nn

vu

®+¥®+¥

==

.

7) Comme 
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Remarque :

Ici aussi, les deux suites u et v sont adjacentes. 

Pour le démontrer, il faudrait établir que u est croissante et que v est décroissante. C’est faisable car pour 
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< 0, mais les calculs sont difficiles pour les élèves.

De plus, ici, c’est tout à fait inutile car la convergence des suites u est v vers un même nombre est immédiate et prouve donc l’existence de l’aire, dont on obtient en plus la valeur exacte.
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