Éléments de Statistiques
De par son essence même, la statistique étudie un « grand nombre de données ». Les exemples choisis dans ce document ne proposent que des séries de faibles effectifs  et sont ainsi très loin de la réalité. Néanmoins, les exemples simples voire simplistes permettent d’illustrer les « fondamentaux » en facilitant les calculs et en évitant les erreurs d’interprétation flagrantes.

Caractéristiques de position

Le mode

	Soit 
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 une série statistique, on appelle mode de cette série toute valeur de la variable correspondant à l’effectif maximal.


La moyenne arithmétique

	Soit 
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 une série statistique, on appelle moyenne arithmétique le quotient de la somme, pondérée par les effectifs, par l’effectif total 
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La médiane

	Soit (xi) une série statistique triée dans l’ordre croissant, on appelle médiane la plus petite valeur de la variable telle qu’au moins 50% des valeurs de la série lui soient inférieures ou égales.


Ainsi la série statistique suivante : 2 – 2 – 3 – 3 – 3 – 3 – 4 – 4 – 5 – 6 – 7 – 8 – 8 – 8

· Est constituée de 14 valeurs : son effectif total est 14.

· 50% de l’effectif correspondent à 7 individus.

· La 7ème valeur est égale à 4. La médiane de la série est donc égale à 4
Exemple

Considérons la série statistique suivante :

	xi
	1
	3
	4
	5
	8
	9

	ni
	5
	10
	30
	20
	7
	3


· L’effectif maximal est 30, le mode de la série est donc 4.

· La moyenne de la série précédente est :
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· On détermine la médiane en utilisant les effectifs cumulés de la manière suivante :

	xi
	ni
	ni croissants

	1
	5
	5

	3
	10
	15

	4
	30
	45

	5
	20
	65

	8
	7
	72

	9
	3
	75


- L’effectif total est 75

- 50% de l’effectif correspond à 37,5 individus – donc au moins 50% signifie 38 individus.

- La 38ème valeur de la série est égale à 4 puisque 15 valeurs sont inférieures ou égales à 3 et 45 sont inférieures ou égales à 4.

 - La médiane de cette série est par conséquent égale à 4.

Quelques remarques au sujet de la médiane.

Soit 
[image: image5.wmf]123

(,,,...,)

n

xxxx

 la série ordonnée des valeurs de la variable. Ces valeurs ne sont pas nécessairement toutes distinctes…

En mathématiques, on dit que le « nombre d’éléments » d’un ensemble est le cardinal (en abrégé : Card) de cet ensemble. Ainsi on aura par exemple : 
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Notons m le rang de la médiane de la série. Considérons alors les 3 échantillons suivants :

· 
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Le cardinal de A vérifie : 
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Le cardinal de B vérifie : 
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Le cardinal de 
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Donc les échantillons B (valeurs inférieures ou égales à la médiane) et 
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 (valeurs supérieures ou égales à la médiane) contiennent tous les deux au moins 50% de la population totale. 

Nous pouvons donc affirmer que :

	Au moins 50% des valeurs sont inférieures ou égales à la médiane

Au moins 50% des valeurs sont supérieures ou égales à la médiane


Moyenne et médiane

Moyenne et médiane ne sont pas liée. Voici quelques exemples parfois extrêmes ou sans intérêt qui vous montrent que tout est possible…

	Série
	Médiane et moyenne
	Commentaires

	1 – 1 – 1 – 3 – 3 
	Me=1
	La médiane est la plus petite valeur de la série

	1 – 1 – 3 – 3 – 3 
	Me=3
	La médiane est la plus grande valeur de la série

	1 - 1 – 2 – 3 – 3 
	Me=2 
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	La médiane est égale à la moyenne.

	1 – 1 – 2 – 6 – 6 
	Me=2 
[image: image16.wmf]=

3,2

x


	La médiane est inférieure à la moyenne.

	1 – 1 – 3 – 4 – 4
	Me=3 
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	La médiane est supérieure à la moyenne.


Les quantiles : quartiles et déciles.

La médiane partage la population totale en deux échantillons de même effectif. En partageant la population en 4 on obtient les quartiles, en la partageant en 10, les déciles… d’où les définitions : 

	Soit (xi) une série statistique triée dans l’ordre croissant : 

· On appelle premier quartile et on note Q1 la plus petite valeur de la variable telle qu’au moins 25% des valeurs lui soient inférieures ou égales.

· On appelle troisième quartile et on note Q3 la plus petite valeur de la variable telle qu’au moins 75% des valeurs lui soient inférieures ou égales.


	Soit (xi) une série statistique triée dans l’ordre croissant : 

· On appelle premier décile et on note D1 la plus petite valeur de la variable telle qu’au moins 10% des valeurs lui soient inférieures ou égales.

· On appelle neuvième décile et on note D9 la plus petite valeur de la variable telle qu’au moins 90% des valeurs lui soient inférieures ou égales.


Exemple :

	xi
	ni
	ni croissants
	En reprenant l’exemple précédent, on obtient :

25% de la population représentent 18,75 donc 19 individus.

75% de la population représentent 56,25 donc 57 individus.

Ainsi : Q1= 4 ; Q3=5
10% de la population représentent 7,5 donc 8 individus.

90% de la population représentent 67,5 donc 68 individus.

Ainsi : D1= 3 ; D9=8 

	1
	5
	5
	

	3
	10
	15
	

	4
	30
	45
	

	5
	20
	65
	

	8
	7
	72
	

	9
	3
	75
	


Caractéristiques de dispersion

Étendue d’une série

	L’étendue d’une série statistique est la différence entre la plus grande et la plus petite des valeurs de la série.


Intervalles interquartiles et inter-déciles

	· L’intervalle interquartile  est la différence entre le troisième et le premier quartile : Q3-Q1
· L’intervalle inter-décile  est la différence entre le neuvième et le premier décile : D9-D1


Diagramme en boîte – boîte à moustaches.

Une façon commode de mettre en évidence la dispersion à l’aide des intervalles inter-quantiles est de construire un diagramme en boîte. Considérons la série donnée ci-dessous :

	xi
	ni
	ni croissants

	4
	1
	1

	7
	3
	4

	9
	4
	8

	10
	5
	13

	12
	4
	17

	15
	3
	20

	19
	1
	21


Une façon commode de déterminer les quantiles consiste à remplir le tableau suivant en remarquant que les rangs sont obtenus par des arrondis systématiques à l’entier supérieur :

	
	Rangs
	Valeurs

	Min
	1
	1
	4

	D1
	n/10
	3
	7

	Q1
	n/4
	6
	9

	Me
	n/2
	11
	10

	Q3
	3n/4
	16
	12

	D9
	9n/10
	19
	15

	Max
	n
	21
	19
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diagramme en boîte

Variance et écart-type

	· On appelle variance de la série 
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 le réel positif : 
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· On appelle écart-type de la série 
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 le réel positif : 
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La formule de calcul de la variance présentée ci-dessus n’est guère adaptée au calcul. On lui préfère la formule suivante obtenue en développant la relation précédente :
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Cette formule signifie que la variance est égale à « la moyenne des carrés » moins le « carré de la moyenne »/

Exemple :

	xi
	ni
	ni xi
	ni xi²
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En moyenne, les données s’écartent de 1,81 de la valeur moyenne 4,5

	1
	5
	5
	8
	

	3
	10
	30
	90
	

	4
	30
	120
	480
	

	5
	20
	100
	500
	

	8
	7
	56
	448
	

	9
	3
	27
	243
	

	Totaux
	75
	338
	1 769
	


Plages de normalité

Il arrive assez fréquemment que les données statistiques soient de type « gaussiennes ». Leur histogramme se présentent alors  sous la forme d’une courbe en « cloche »
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De telles séries ont les propriétés suivantes :

	· Leur répartition est symétrique autour de la moyenne

· Environ 95% des valeurs sont dans l’intervalle 
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. Cet intervalle est appelé plage de normalité à 95 %
· Environ 99% des valeurs sont dans l’intervalle 
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. Cet intervalle est appelé plage de normalité à 99 %


Ainsi pour une série de données gaussiennes,  toute nouvelle donnée observée a 95% de chances de se situer dans l’intervalle 
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 et 99% de chances de se situer dans l’intervalle 
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Exemple :

Si une série de données gaussiennes a l’intervalle 
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 comme plage de normalité à 95%, on peut estimer :

· Sa moyenne à : 
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Son écart-type à : 
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