Inspection pédagogique régionale de mathématiques

Académie de Strasbourg

Les difficultés soulevées par la définition 

de la médiane et des quantiles

Classes de premières L, ES, S
1) la médiane dans les programmes des classes de troisième et seconde
1.1 classe de  troisième 

Le programme officiel est ainsi rédigé :

contenus
compétences exigibles
commentaires

Caractéristiques de position d'une série statistique
Une série statistique étant donnée (sous forme de liste ou de tableau, ou par une représentation graphique), proposer une valeur médiane de cette série et en donner la signification.
On repère, en utilisant effectifs ou fréquences cumulés, à partir de quelle valeur du caractère on peut être assuré que la moitié de l'effectif est englobée. Les exemples ne devront soulever aucune difficulté au sujet de la détermination de la valeur de la médiane.

La difficulté de l’énoncé d’une définition de la médiane est signalée dans un document d’Etienne Meyer disponible sur le serveur académique http://www.ac-strasbourg.fr
Cliquer successivement sur : 
pédagogie, mathématiques, les informations de l’inspection

Ce document précise également dans quelles circonstances cet indicateur a un intérêt et propose une stratégie pour l’énoncé de questions relatives à cette notion.

1.2 classe de  seconde 

Contenus
Modalités de mise en oeuvre
Commentaires 

résumé numérique par une ou plusieurs mesures de tendance centrale (moyenne, médiane, classe modale, moyenne élaguée) et une mesure de dispersion (on se restreindra en classe de seconde à l’étendue)


Utiliser les propriétés de linéarité de la moyenne d’une série statistique.

Calculer la moyenne d’une série à partir des moyennes de sous groupes .

Calcul de la moyenne à partir de la distribution des fréquences


L’objectif est de faire réfléchir les élèves sur la nature des données traitées, et de s’appuyer sur des représentations graphiques pour justifier un choix de résumé.

On peut commencer à utiliser le symbole 
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On commentera quelques cas où la médiane et la moyenne diffèrent sensiblement

On remarquera que la médiane d’une série ne peut se déduire de la médiane de sous séries.

Le calcul de la médiane nécessite de trier des données ce qui pose des problèmes de nature algorithmique



On remarque qu’aucune  définition explicite de la médiane  n’est rappelée.

2) la médiane et les quantiles dans les programmes des différentes classes de première 

2.1 classe de première L
extrait du texte du programme

 contenus
Commentaires 

Diagramme en boîtes

Intervalle inter-quartile

Définition de l’intervalle interquartile
On étudiera des données recueillies par les élèves tout en choisissant des situations permettant de limiter le temps de recueil des données.

A cette occasion on s’attachera à :

- définir une problématique ou une question motivant un recueil de données

  expérimentales,

2.2 - définir les données à recueillir, leur codage et les traitements statistiques

2.3    qu’on appliquera pour avoir des éléments de réponses à la question posée

2.4 - élaborer un protocole de recueil et élaborer les problèmes que cela pose



2.5 classe de première ES

extrait du texte du programme

Contenus
Modalités de mise en oeuvre
Commentaires 

Mesure de dispersion ;

Intervalle interquartile,

 écart-type

L’objectif est de résumer une série par un couple (mesure de tendance centrale ;mesure de dispersion). Deux choix usuels sont couramment proposés : le couple (médiane ; intervalle interquartile) robuste par rapport aux valeurs extrêmes de la série et le couple (moyenne ; écart -type) . on démontrera que la moyenne est le réel qui minimise 
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, alors qu’elle ne minimise pas 
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2.6 classe de première S

extrait du texte du programme

Contenus
Modalités de mise en oeuvre
Commentaires 

Variance et écart - type

Diagramme en boîtes Intervalle interquartile,

Influence sur l’ écart - type et l’intervalle interquartile d’une transformation affine des données
On cherchera des résumés pertinents et on commentera les diagrammes en boîtes de quantités numériques associées à des séries simulées ou non.

On observera l’influence des valeurs extrêmes dune série sur l’écart-type ainsi que la fluctuation de l’écart type entre séries de même taille.

L’usage du tableur ou d’une calculatrice permettent d’observer dynamiquement et en temps réel , les effets des modifications des données.
L’objectif est de résumer une série par un couple (mesure de tendance centrale ; mesure de dispersion). Deux choix usuels sont couramment proposés : le couple (médiane ; intervalle interquartile) robuste par rapport aux valeurs extrêmes de la série et le couple (moyenne ; écart -type) . on démontrera que la moyenne est le réel qui minimise 
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, alors qu’elle ne minimise pas 
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L’examen des seuls textes des programmes de première montre que les « capacités attendues » ou « les compétences exigibles » ne sont  clairement explicitées dans aucun des programmes.

Quant aux modalités de mise en œuvre, elles sont absentes dans le programmes de ES, elles ne concernent que des « commentaires » ou des « observations »dans le programme de S. Aucune précision n’est donnée sur les définitions. 

2.7  les précisions apportées par les documents d’accompagnement et par le document dont le titre  est « quantiles et boîtes »

classe de première L : (document d’accompagnement version du 7 décembre 99)

On définira la médiane d ’une série statistique     a1, a2,….a2n+1 (resp a1, a2,….a2n ) comme le  n+1ième terme (resp la demi somme du terme de rang n et du terme de rang n+1) de la série ordonnée. On observera qu ’au moins 50% des valeurs de la série initiale sont inférieures ou égales à la médiane et 50% des valeurs sont supérieurs ou égales à la médiane. On indiquera alors les propriétés qui caractérisent les quartiles, le premier ou le neuvième décile.

Dans ce document la définition des quartiles et déciles n’est pas précisée….

le texte « quantiles et boîtes » (version du 3/02/2001)

Pour la classe de L  une note pour les professeurs intitulée « quantiles et boîtes » précise les définitions possibles des ces différentes notions. Mais quel statut a ce texte par rapport au programme officiel ? 

Ce texte  fait partie du document d’accompagnement de première ES mais pas de celui de S…Peut-on  supposer que cette note est également valable pour la classe de première S 
Voici les définitions proposées dans ce texte : 

En statistique, pour toute série numérique de données à valeurs dans un intervalle I, on définit la fonction quantile Q, de [0,1] dans I, par :  

Q(u)=inf{x, F(x) 
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u},

où F(x) désigne la fréquence des éléments de la série inférieurs ou égaux à x.

Soit n la taille de la série ; si  on ordonne la série par ordre croissant, Q(u) est la valeur du terme de cette série dont l’indice est le plus petit entier supérieur ou égal à nu.

Médiane : on ordonne la série des observations par ordre croissant ; si la série est de taille 2n+1, la médiane est la valeur du terme de rang n+1 dans cette série ordonnée ; si la série est de taille 2n, la médiane est la demi -somme des valeurs des termes de rang n et n+1 dans cette série ordonnée. 

C’est la définition adoptée dans le programme de seconde. Les deux définitions, Q(0,5) et celle-ci donnent en  pratique, pour des séries à valeurs continues de grande taille, des résultats le plus souvent très proches.  

La procédure qui consiste à tracer une courbe dite de fréquences cumulées croissante, continue, obtenue par interpolation linéaire à partir des valeurs F(ai) définies ci-dessus et à définir la médiane comme l’intersection de cette courbe avec la droite d’équation y=0,5, où avec une courbe analogue dite des fréquences cumulées décroissantes n’est pas une pratique usuelle en statistique et ne sera pas proposée au lycée. 

Si des données sont regroupées en classe, on parle de classe médiane.

Dans l’enseignement secondaire :

Pour les quartiles, nous proposons de garder la définition liée à la fonction quantile : 

Premier quartile : c’est le plus petit élément q des valeurs des termes de la série, ordonnées par ordre croissant, tel qu’au moins 25% des données soient inférieures ou égales à q.

Troisième quartile : c’est le plus petit élément q’ des valeurs des termes de la série, ordonnées par ordre croissant, tel qu’au moins 75% des données soient inférieures ou égales à q’.

Quelques commentaires : 

· La définition de la médiane est supposée être celle de seconde. Or dans le programme de seconde et dans le document d’accompagnement de juin 2000 aucune définition explicite de la médiane n’est donnée ….

· Dans le cas de données regroupées en classes que faire ? Comment définir la classe médiane ? la recherche d’une tendance centrale « médiane » ou « classe médiane » fait-elle partie des capacités attendues ?

2.8 Les difficultés soulevées par ces différentes définitions

Exemple 

Valeurs du caractère
6
8
10
12
14
16
18

effectifs
12
21
17
25
16
2
7

effectifs cumulés croissants
12
33
50
75
91
93
100

On veut résumer cette série par des paramètres de position  tels que médiane et quartiles. 

· Première possibilité, celle proposée par le texte « quantiles et boîtes »

On garde pour la médiane la définition donnée dans les classes antérieures (ou tout au moins celle que l’on pense avoir été donnée) et on introduit  les quartiles comme il est proposé dans le texte.
Premier quartile

(définition générale quantile)
Médiane
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Troisième quartile

(définition générale quantile)

8
11
12

8 est en effet le plus petit élément des termes de la série tel qu’au moins 25% des données soit inférieures ou égales à 8
12 est en effet le plus petit élément des termes de la série tel qu’au moins 75% des données soit inférieures ou égales à 12

· Deuxième possibilité 

Adopter pour définition de la médiane celle du deuxième quartile , on obtient alors le résultat suivant : 

Premier quartile
Deuxième quartile 
Troisième quartile

8
10
12

· Troisième possibilité 

· Un élève astucieux peut  proposer de prolonger aux quartiles la définition donnée dans les classes antérieures pour la médiane… 

· Dans cet exemple, le nombre de valeurs est 4n avec  n = 25
Premier quartile
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Troisième quartile
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8
11
13

· Quatrième possibilité :

un autre élève utilise le logiciel EXCEL et demande le calcul de la médiane et des premiers et troisièmes quartiles…en utilisant les fonctions standard.

Il obtient  le résultat suivant 

Premier quartile
médiane
Troisième quartile

8
11
12,5

Et là le professeur est perplexe….
Que faire alors ?

· Le professeur se trouve placé devant un choix de définitions.

· Choisir les définitions correspondant à la  première possibilité semble être l’optique proposée par le document du GEPS. Cela consiste à garder la définition connue des élèves à propos de la médiane et à introduire une nouvelle définition pour les quartiles. L’inconvénient est que la médiane n’est pas nécessairement égale au deuxième quartile.

· Le deuxième choix (donner comme définition de la médiane le second quartile) a l’avantage de donner une logique unique pour la définition des différents paramètres . Il présente l’inconvénient de donner aux élèves une définition différente de celle vue précédemment pour la médiane.

· Si un élève propose le calcul fait dans le troisième cas, il faut bien sûr l’accepter mais il ne semble pas pertinent de donner cette définition des quartiles car elle ne correspond pas à la pratique la plus courante en statistique et elle n’est pas facile à généraliser.

· Quant au calcul fait par EXCEL …il peut être intéressant d’expliquer aux élèves que l’on ne maîtrise pas toujours les résultats donnés par les fonctions stantard  d’un logiciel.

3) quelques conseils pour traiter ces notions difficiles

3.1 définitions algorithmiques des quantiles et de la médiane

On peut prévoir des difficultés de compréhension chez les élèves de la définition des quantiles en raison de la structure de la phrase française « le plus petit élément q des valeurs des termes de la série  tel qu’au moins  25% des données soient inférieures ou égales à q ». L’ordre d’énonciation dans la langue française n’est pas congruent avec  l’ordre des opérations successives qu’il faut effectuer pour trouver la valeur du quartile .
Pour les élèves il est peut-être préférable de donner des définitions algorithmiques des quantiles. La définition donne ainsi le moyen de calculer le quantile correspondant.

Exemple 1 : pour calculer le 1ier quartile

· ranger les valeurs des termes  par ordre croissant

· calculer les fréquences cumulées croissantes

· repérer la première fréquence cumulée supérieure ou égale à 0.25

· chercher le terme correspondant à cette fréquence dans la série ordonnée ; ce terme est le premier quartile 

Ou bien : pour calculer le 1ier quartile

· N est le nombre total de termes 

· ranger les termes par ordre de valeurs croissantes on obtient la série ordonnée 

                a1……..aN
· repérer le premier indice supérieur ou égal à 0,25N

· le   terme de la série ordonnée correspondant  à cet indice est le premier quartile

exemple 2 : Pour calculer la médiane 

· ranger les  termes de la série par ordre croissant

· dans le cas où le nombre de termes est 2n :

 
on obtient la série ordonnée a1……..a2n
 
repérer le terme an et le terme an+1
la médiane est la moyenne arithmétique des  deux termes an et  an+1
· dans le cas où le nombre de terme est 2n+1 :

on obtient la série ordonnée a1……..a2n
repérer le terme an+1 (c’est à dire le terme du milieu)

la médiane est alors égale à ce terme

3.2 correction d’un exercice de contrôle ou d’examen
Si vous êtes amenés à corriger un exercice dans lequel un calcul de quantiles est demandé, acceptez toute réponse conforme à la notion de quantile 

Si vous composez vous même un énoncé, évitez si possible  de poser brutalement la question : «quelle est la médiane ? » ou « quel est le premier décile ?», mais demandez le calcul d’une valeur répondant à une propriété explicitement formulée dans le contexte de l’exercice.

exemple : Voici la répartition des habitations d'une petite ville selon le nombre de pièces :

Nombre de pièces
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Nombre d'habitations
190
200
230
225
316
215
175
60
30
10

La municipalité décide d'attribuer une prime aux habitants des habitations ayant le moins de pièces. Elle souhaite que la moitié environ des habitations soit concernée. A votre avis, quelles sont les habitations donnant droit à la prime ? Quel est le pourcentage d'habitations concernées ? (donnez le résultat à 1% près)

Enfin le calcul de la médiane n’est pas toujours pertinent

Pour certaines séries la notion de médiane n’est pas très adaptée (car trop sensible à de légères variations de données). Dans ce cas éviter de demander un calcul de médiane.

En revanche pour des séries de grandes taille à valeurs « continues », les deux définitions vues précédemment donnent des résultats très proches. 
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